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Using the realization of a discrete series A(*) of a semi-simple symmetric space
GH as a space of boundary values in the dual space GdKd, we construct an
explicit embedding of A(*) in a principal series Ind $&1 associated to an open
subgroup Q1 of a minimal _%-stable parabolic subgoup Q of G. The construction
of Q1 , $ and & uses the properties of what we call a ‘‘fundamental system of
roots.’’  2001 Academic Press
1. INTRODUCTION
Les facteurs intervenant dans la formule de Plancherel d’un espace
syme trique re ductif GH (cf. [6]) peuvent e^tre de termine s lorsqu’on dispose,
pour tout sous-groupe parabolique _%-stable P=MAN (_-de composition de
Langlands) de G, de plongements explicites des se ries discre tes de MM & H
dans certaines se ries principales associe es a des sous-groupes paraboliques
_%-stables minimaux de M. Dans cet article, on construit de tels plongements
dans le cas, suffisant pour traiter la situation ge ne rale, ou G est un groupe
semi-simple connexe dans la classe de Harish-Chandra et H la composante
connexe de l’unite du groupe G_ des points de G fixe s par une involution
_ de G. On utilisera pour cela la description des se ries discre tes de GH due
a Matsuki et Oshima (cf. [12]).
Si g=h+q est la de composition de l’alge bre de Lie g de G correspon-
dant aux sous-espaces propres h=g_ et q=g&_ de g associe s aux valeurs
propres +1 et &1 de la diffe rentielle (note e encore _) de _, et g=k+s, ou
k=g% et s=g&%, est la de composition de Cartan de finie par une conjugaison
de Cartan % de G commutant avec _, on de finit dans la complexifie e gC de g,
le triplet dual (gd, hd, kd) de (g, h, k) de la fac on suivante: gd=g_%+- &1
g&_%, hd=kC & gd et kd=hC & gd. Si sd=qC & gd, l’e galite gd=kd+sd
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de finit une de composition de Cartan de gd. De plus, si Gd, Hd et Kd sont
les sous-groupes analytiques du groupe connexe et simplement connexe GC
d’alge bre de Lie gC , d’alge bres de Lie respectives gd, hd et kd, l’alge bre
D(GH) des ope rateurs diffe rentiels G-invariants a gauche sur GH est
isomorphe a l’alge bre correspondante D(GdKd) de GdKd. Les caracte res
de cette alge bre sont parame tre s, via l’homomorphisme d’Harish-Chandra,
par les formes complexes * sur un sous-espace de Cartan fixe ad de sd. On
notera alors C * (GH) (resp. C

* (G
dK d)) l’espace des fonctions propres de
D(GH) (resp. D(GdKd)) de classe C sur GH (resp. sur GdKd) lorsque
les valeurs propres de terminent le caracte re de fini par *.
La transformation de Flensted-Jensen (cf. [7] Th. 2.3 p. 259) associe de
fac on gC -e quivariante (pour l’action a gauche) et D(GH)&D(GdK d)
e quivariante, a toute fonction K-finie (ou K=G%) a gauche f de C * (GH)
une fonction Hd-finie a gauche f d de C * (G
dK d) (voir 95.1). Si Pd=
MdAdNd est la de composition de Langlands d’un sous-groupe parabolique
minimal de Gd tel que Lie Ad=ad, 7(ad, Pd) l’ensemble des poids de ad
dans nd :=Lie N d, \d la demi-somme de ces poids et Wd le groupe de Weyl
de (Gd, ad), toute fonction Hd-finie (et plus ge ne ralement a croissance
mode re e) de C * (G
dKd) admet, au sens des distributions, un de veloppe-
ment asymptotique le long du sous-groupe parabolique Pd :
f d (xetX)t :
! # S(*)&N7(ad, P d )
p!(Pd | f d, x, tX) et!(X),
ou S(*) est une partie de Wd*&\d. Pour * ge ne rique, les distributions
p!(Pd | f d) ne de pendent pas de la dernie re variable.
Matsuki et Oshima ont de montre ([12] Th. 1 p. 359) que l’ensemble des
se ries discre tes est non vide si et seulement si rg GH=rg KK & H. Dans
ce cas, on peut choisir (et c’est ce que nous ferons de sormais) ad=- &1 t
ou t est un sous-espace de Cartan de q contenu dans k & q. Lorsque Re *
est 7(ad, Pd )-dominant (hypothe se non restrictive que nous ferons par la
suite), la fonction K-finie a gauche f # C * (GH) (K) appartient a L
2(GH) si
et seulement si le support de p*&\d (Pd | f d) est contenu dans une re union
de Hd&Pd double-classes ferme es dans Gd. De plus, si l’espace correspon-
dant est non trivial, la forme * est re elle sur ad, re gulie re et ve rifie des
conditions d’inte gralite relativement aux racines de 7(ad, Pd ) (loc. cite
Lemma 10(ii) p. 387). On peut alors (cf. [11] p. 532) se ramener a l’e tude
du g-module:
A(*) :=[ f # C * (GH) & L
2(GH)(K) | Supp p*&\d (Pd | f d)H dPd].
Nous introduisons une notion analogue a celle introduite par Knapp et
Wallach (cf. [9] Def. 4.1).
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De finition 1.1. On appelle syste me fondamental de racines de 7(ad, Pd),
toute suite i [ :i , (1i j), de racines de 7(ad, Pd) ve rifiant les conditions
suivantes:
(i) Pour tout entier i # [1, j], la racine :i est simple dans le syste me
de racines positives forme par les racines de 7(ad, Pd) orthogonales a
:1 , ..., : i&1 .
(ii) Si, pour toute racine : de (gd, ad), on note m: (resp. m+: , resp. m
&
: )
la multiplicite du poids : dans gd (resp. hd, resp. qd), et m0: :=m
+
: &m
&
: ,
alors, pour tout entier i # [1, j]:
m:i>: m
0
: ,
la somme portant sur les racines : # 7(ad, Pd) & (:i+ i&1k=1 Z:k).
Ce type de famille est intimement lie a la ge ne ralisation d’une construc-
tion due a Matsuki (cf. [11] 92) e tudie e au 94.1. Cette construction permet
d’associer a toute famille fondamentale un e le ment de Cayley c # Kd,
e le ment qui interviendra dans notre re sultat principal, a savoir:
The ore me 1.1. Soit t un sous-espace de Cartan de q contenu dans k, Pd
un sous-groupe parabolique minimal de Gd dont l ’alge bre de Lie contient
ad :=- &1 t et * une forme line aire re elle, re gulie re et 7(ad, Pd )-dominante
sur ad pour laquelle l ’espace
A(*) :=[ f # C * (GH) & L
2(GH)(K) | Supp p*&\d (Pd | f d )H d Pd ]
est non trivial.
Soit c # Kd un e le ment de Cayley associe a une famille fondamentale maxi-
male (:1 , ..., :r) de racines de 7(ad, Pd ) et Q$=M$A$N$ la _-de composition
de Langlands du sous-groupe parabolique _%-stable minimal Q$ de G de fini
par l ’ordre lexicographique associe a la base orthogonale (E$1 , ..., E$r) de
a$ :=Ad c(ad ) & q=Lie A$ de finie par E$j :=Ad c(E j), ou Ej est le vecteur de
ad identifie a la coracine : j par la forme de Killing de gd, (1 jr).
On note &: a$ :=Lie A$  R la forme line aire de finie par:
&(E$j)=&*(Ej) (1 jr),
et M1 le plus petit sous-groupe ouvert de M$ contenant M$ & H. Alors:
(a) Le centralisateur Ldr de a$ dans G
d admet Ldr & cP
dc&1 comme
sous-groupe parabolique minimal et l ’alge bre de Lie de ce sous-groupe
parabolique contient le sous-espace de Cartan Ad c(ad)$adh :=ad & Lie Ldr
de sd. De plus, l ’alge bre de Lie de Ldr a me^me complexifie e que l ’alge bre de
Lie m$+a$ du sous-groupe de Le vi M$A$ de Q$.
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(b) Il existe une repre sentation unitaire irre ductible de dimension
finie ($, V$) du groupe M1 dans l ’espace L2(M1 M1 & H) de poids
7(adh , L
d
r & cP
dc&1)-domine &(*&2\dc+\
d ) (voir l ’e quation 18).
(c) Il existe un g-morphisme non nul f [ U( f ) de A(*) dans l ’espace
des vecteurs K-finis de la repre sentation induite de Q1 :=M1 A$N$ a G par la
repre sentation (m, a, n) [ a&&$(m), ((m, a, n) # M1 _A$_N$).
L’ide e de la de monstration est de de terminer un couple d’e le ments
(w, #) # Wd_K d et une application line aire gC-e quivariante V sur A(*), a
valeurs dans un espace de distributions sur un ouvert convenable de Gd
ve rifiant les conditions de covariance que ve rifierait pw&1*&\d (Pd | f d ) (voir
[4] Prop. 3 p. 26) si (mais ce n’est pas le cas ici) w&1*&\d appartenait a
S(*), de telle fac on que Hd#Pd soit ouverte et contenue dans le support de
V( f ) pour f # A(*) non nulle. A un tel e le ment # est canoniquement
associe un sous-groupe parabolique _%-stable minimal Q$ de G, et une
transformation ‘‘a la Flensted-Jensen’’ (voir le lemme 5.1) permettrait
d’associer injectivement et de manie re gC -e quivariante un e le ment U( f )
dans l’espace d’une repre sentation induite d’un sous-groupe ouvert Q1 de
Q$ a G.
Donnons quelques de tails sur la re alisation de ce programme. Dans le 93,
on pre cise quelques proprie te s des de veloppements asymptotiques introduits
pre ce demment, en rappelant notamment que, pour * ge ne rique, S(*)=
Wd*&\d (voir les Lemmes 3.1 et 3.2) est l’ensemble des exposants maximaux
de ce de veloppement (pour l’ordre: !’  ’&! # N7(ad, Pd)). Chaque
correspondance f [ pw*&\ d (Pd | f d) de finit un gC-morphisme injectif de
l’espace C * (GH)(K) des vecteurs K-finis a gauche de C

* (GH) dans l’espace
D$(Gd, Pd, 1, w*) des distributions u sur Gd ve rifiant la condition u(xman)=
aw*&\d u(x), (x # Gd, m # Md, a # Ad, n # Nd) et ce pour tout w # Wd. Les
supports des distributions ainsi obtenues ve rifient, toujours dans le cas ge ne ri-
que (voir l’e quation 8 et le lemme 3.2(b)), des relations du type:
Supp pw*&\ d (Pd | f d )Supp p*&\ d (Pd | f d ) Cl(Pdw&1Pd )
avec e galite (voir le corollaire 3.1) lorsque la partie re elle Re * est
7(ad, Pd)-dominante.
De plus, lorsque & [ f d& est une famille de fonctions a croissance mode re e
f d& # C

& (G
dKd ) de pendant holomorphiquement du parame tre ge ne rique
& # (ad)*C , les distributions pw&&\ d (P
d | f d&) de pendent holomorphiquement
de & (voir l’e quation 4).
Les conditions d’inte gralite de coulant de la non trivialite de A(*) impli-
quent que la structure de S(*) est beaucoup plus complexe que dans le cas
ge ne rique et que, si & [ f d& est une famille de fonctions a croissance
mode re e f d& # C

& (G
dKd ) de pendant holomorphiquement du parame tre
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ge ne rique & # (ad )*C , et prolongeable holomorphiquelment au voisinage de
&=* par la valeur f d ci-dessus, l’e tude directe de pw*&\ d (Pd | f d&) ou le
passage a la limite de & ge ne rique a * par prolongement holomorphe de
pw&&\d (Pd | f d&) ne sont plus utilisables (voir l’equation 4) pour construire
un gC-morphisme injectif de l’espace C * (GH) (K) a valeurs dans l’espace
D$(Gd, Pd, 1, w*) lorsque w{Id.
Dans le 93.2 pour w # Wd fixe , on associe a S ferme (resp. U$S ouvert)
de Gd, Hd-invariant a gauche et Pd-invariant a droite, l’ouvert U(w, S) :=
U"u<w (SPdu&1Pd ). Pour toute famille & [ f d& de fonctions f d& # C& (GdKd) a
croissance mode re e, de pendant holomorphiquement de & # (a)dC ge ne rique,
et ve rifiant la condition suivante:
la restriction de p&&\ d (Pd | f d&) a U a un support contenu
dans S et se prolonge holomorphiquement au voisinage de
&=*.
on montre que la restriction de pw&&\d (Pd | f d&) a U(w, S) se prolonge
holomorphiquement au voisinage de &=*, et ce avec un certain contro^le
du support de ce prolongement (the ore me 3.1).
L’ide e d’obtenir un prolongement holomorphe en se limitant a un ouvert
convenable et en imposant des conditions de support est due a Oshima (cf.
[14] lemme 3.2). Nos de monstrations, base es sur la the orie des de velop-
pements asymptotiques propose e par E. van den Ban et H. Schlichtkrull
dans [2], sont diffe rentes. Nous restons dans le cadre des distributions et,
en utilisant les proprie te s locales de ces de veloppements ([3] Prop. 5.1),
nous donnons une information tre s pre cise sur le support de ce prolonge-
ment. C’est cette information qui nous permet par la suite de proposer des
plongements explicites des se ries discre tes. Il est a noter que la construction
d’une famille & [ f d& de fonctions a croissance mode re e f
d
& # C

& (G
dK d)
de pendant holomorphiquement du parame tre ge ne rique & # (ad)*C , et
prolongeable holomorphiquement au voisinage de &=* par la valeur f d ne
peut se faire de manie re gC-e quivariante. Pourtant, l’ope rateur line aire
obtenu par passage a la limite est gC -e quivariant (the ore me 5.1(d)).
Dans le 94, on introduit la notion de syste me fondamental de racines et
on pre cise les liens entre cette notion et une construction ge ne ralisant une
construction de Matsuki (cf. [11] 92). Ce rapprochement permet d’associer
a un syste me fondamental de racines de 7(ad, Pd ) un couple (w, #) forme
d’un e le ment de Weyl w # Wd et d’un repre sentant distingue # # Kd ayant les
proprie te s souhaite es dans le programme esquisse pre ce demment.
Dans le 95 nous appliquons les re sultats des 993 et 4 a l’espace (suppose
non trivial) A(*). On associe ainsi a tout syste me fondamental maximal de
racines de 7(ad, Pd ) un couple (w, #) permettant de faire correspondre (en
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choisisissant l’ouvert U=Gd) a tout e le ment non nul de A(*) une distri-
bution V( f ) sur l’ouvert U(w) :=U(w, HdPd) ve rifiant les conditions de
covariance attendues (voir the ore me 5.1). Le programme envisage peut
alors e^tre conduit jusqu’a son terme.
Dans le cas des groupes, ce plongement re alise est identique (a une
dualite pre s) au plongement re alise par le noyau de Szego (cf. [9]). Nous
donnons en outre quelques exemples dans le cas ou Q$ est connexe.
2. NOTATIONS
Si S est un groupe de Lie, s :=Lie S de signe son alge bre de Lie, sC la
complexifie e de cette dernie re et U(s) l’alge bre enveloppante universelle de
sC . Pour tout S-module (resp. tout s-module) E, on notera ES (resp. E s)
l’ensemble des e le ments de E laisse s invariants (resp. annule s) par S (resp.
par s).
Si S agit a gauche (resp. a droite) sur une varie te X, on note (s, f ) [
l(s) f (resp. (s, f ) [ r(s) f ) ou , pour (s, x) # S_X, on a de fini l(s) f (x) :=
f (s&1x) (resp. r(s) f (x) :=f (xs)), l’action de S sur les fonctions (e ventuelle-
ment a valeurs vectorielles) de finies sur X. Lorsque la diffe rentiation sera
possible, on notera (u, f ) [ l(u) f (resp. (u, f ) [ r(u) f ) l’action corres-
pondante d’un e le ment u de U(s).
Si _ est un automorphisme involutif de S, on notera encore _ la diffe ren-
tielle de _ ainsi que son prolongement C-line aire a sC , et s\_ les sous-
espaces propres des correspondant aux valeurs propres \1 de _.
Si G est un groupe semi-simple, muni d’une involution de Cartan %, on
notera (X, Y) [ (X, Y) :=&B(X, %Y) le produit scalaire sur g (et sur son
dual g*) associe a la forme de Killing B de g et X [ |X| la norme corres-
pondante. Si d est un sous-espace de g laisse invariant par l’action adjointe
d’un sous-espace abe lien a de s :=g&%, on notera 7(d, a) (et 7(a, D) si d
est l’alge bre de Lie d’un sous-groupe D de G) l’ensemble des poids non nuls
de a dans d et d(a, :) le sous-espace de d forme par les vecteurs de poids
: # 7(d, a).
Si a est un sous-espace de Cartan de s, on notera W(a) le groupe de
Weyl de (g, a).
3. DE VELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
3.1. Valeurs au bord et transformation de Poisson
Soit P=MAN la de composition de Langlands d’un sous-groupe
parabolique minimal de G, a :=Lie A, 7 (resp. 7r) le syste me de racines
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(resp. le syste me des racines non divisibles) de (g, a), W le groupe de Weyl
correspondant. On note 7+ (resp. 7+r ) le syste me de racines positives
de fini par P, 2 l’ensemble des racines 7+-simples et
a+ :=[X # a | \: # 7+, :(X)>0]
la chambre correspondante.
Les caracte res de l’alge bre D(GK) des ope rateurs diffe rentiels G-invariants
sur GK sont parame tre s, via l’isomorphisme de Harish-Chandra #: D(GK )
 S(a)W par les W-orbites du dual complexe a*C sous la forme D [ #(D)(*),
(* # a*C). On note C

* (GK) l’espace des fonctions de f # C
(GK) telles
que: Df =#(D)(*) f, (D # D(GK )).
Soit x [ &x& la norme K-biinvariante sur G telle que &eX &=e&X& pour
X # s. Pour chaque r # R, on notera Cr(G) l’espace des fonctions continues
f : G  C telles que & f &r :=Supx # G &x&&r | f (x)|<+ et Cr(GK) le sous-
espace de ses e le ments K-invariants a droite. La translation a gauche de finit
sur ces espaces des repre sentations continues de G. Les espaces C r (G) et
Cr (GK) des vecteurs C
 de ces repre sentations sont munis de leur
topologie usuelle d’espace de Fre chet. Enfin on notera C r, *(GK) l’inter-
section C r (GK) & C

* (GK), E

* (GK) la re union r # R C

r, *(GK) et
E**(GK) :=(r # R C &r (GK)) & C

* (GK) ou C
&
r (GK) est l’espace des
vecteurs distributions du G-module Cr(GK).
Rappelons quelques re sultats (cf. [2]) sur les de veloppements asymptoti-
ques des e le ments de E* (GK) le long du sous-groupe parabolique P. Pour
tout * # a*C il existe une partie finie S(*) de a*C et un entier naturel d tels
que, si l’on note X(*) :=S(*)&N7+ et Sd (a*) l’espace des fonctions
polyno^mes de degre infe rieur ou e gal a d sur a, la proprie te suivante soit
ve rifie e:
Pour tout couple (r, !) # R_X(*), il existe un re el r$, et une application
line aire, continue et G-e quivariante p!(P | .): C r, *(GK)  C

r$ (G)Sd (a*)
telle que tout f # C r, *(GK), tout X # a
+ et tout x # G, la fonction f admette
un de veloppement asymptotique:
f (xetX)t :
! # X(*)
p!(P | f, x, tX) et!(X) (1)
en x le long du sous-groupe parabolique P.
Lorsque * appartient a l’ouvert partout dense
(a*C)$ :=[* # a*C | \: # 7, (*, : )  Z], (2)
ou : est la coracine de : # 7, chacun des polyno^mes p!(P | f, x) est constant
(cf. [1] the ore me 13.10) et on peut choisir S(*)=W*&\ ou \: a  R est
la forme line aire X [ 12 Tr ad X |n et n :=Lie N.
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Lorsque, pour un ouvert 0 de a*C , * [ f* , (* # 0), est une famille
d’e le ments de E* (GK), holomorphe au sens de [2] 92, le de veloppement
asymptotique prend la forme:
f*(xetX)t :
w # W, + # N7+
pw*&\&+(P|, f, x) et(w*&\&+)(X). (3)
Plus pre cise ment ([2] Th. 3.6 p. 117), si, pour tout * # 0 et tout ! # W*&\
&N7+ on note:
5(!) :=[(w, ’) # W_N7+ | !=w*&\&’ ], (4)
l’application & [ (w, ’) # 5(!) pw&&\&’(P | f& , x), (x # G), est holomorphe
en & au voisinage du point &=*. En particulier, pour (w, ’) # W_N7+ et
x # G fixe s, la fonction * [ pw*&\&’(P | f* , x) est a valeurs scalaires,
holomorphe sur 0 & (a*C)$.
Lorsque * appartient a l’ensemble
A$ :=[* # a*C | \: # 7, (*, : )  &Z
+], (5)
on peut ainsi de finir une application valeur au bord ;* : E* (GK) 
C(G, P, 1, &*) ou :
C(G, P, 1, &*) :=[ f # C(G) | \(x, m, a, n) # G_M_A_N,
f (xman)=a*&\f (x)],
application de finie pour f # E* (GK) par: ;*( f )= p*&\(P | f ). C’est un
G-morphisme pour les actions a gauche. De plus, si * [ f* est une famille
holomorphe sur 0 d’e le ments de E* (GK), l’application * [ ;*( f*) est
holomorphe sur 0 & A$ lorsqu’on la conside re comme prenant ses valeurs
dans C(KM) (identifie a C(G, P, 1, &*) par restriction des fonctions).
Lorsqu’on conside re un e le ment f # E**(GK), la continuite de l’applica-
tion (., f ) [ . V f de D$(G)_Cr(GK) a valeurs dans C r (GK) permet de
de finir le de veloppement asymptotique de f le long de P au sens des
distributions. Si . (x)=.(x&1), (x # G, . # C c (G)), les valeurs en . des
distributions . [ ( p!(P | f ), .) :=p!(P | . V f, e) de terminent le de velop-
pement asymptotique de . V f en x=e e le ment neutre de G, le long de P.
De la me^me fac on, on e tend la de finition de valeurs au bord au sens des
distributions. La valeur au bord d’un e le ment de E**(GK) est un e le ment
de l’espace
D$(G, P, 1, *) :=[ f # D$(G) | \(m, a, n) # M_A_N, r(man) f =a*&\f ].
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Cet espace s’identifie par restriction a l’espace D$(KM). On notera ?*
la repre sentation de G dans D$(KM) correspondant a la repre sentation
re gulie re gauche par cette identification.
On dira qu’une famille * [ f* d’e le ments de E**(GK) est holomorphe si,
pour tout . # C c (G), la famille * [ . V f* est holomorphe.
La transformation de Poisson P* ; D$(KM)  E**(GK) est de finie pour
f # D$(KM) et x # G par P* f (x)=K f (k) e(*&\)(H(x
&1k)) dk, ou H(x) # a est
tel que x # KeH(x)N. C’est un G-morphisme de pendant holomorphiquement
de *. Plus pre cise ment, si on note, pour * # a*C et : # 7:
c:(*) :=
2&(12)(*, : ) 1( 12 (*, : ) )
1( 14 (*, : ) +
1
4 m:+
1
2) 1(
1
4 (*, : ) +
1
4 m:+
1
2 m2:)
(6)
ou m; est la multiplicite de la racine ; et:
c(*) := ‘
: # 7 r
+
c:(*) (7)
la fonction c de Harish-Chandra, on a une e galite de fonctions me romorphes
sur a*C :
;* b P*=c(*) Id. (8)
3.2. Support des asymptotiques
Pour f # E**(GK) et x # G on notera X(*)=S(*)&N7+ et:
E(P, f, x) :=[! # X(*) | x # Supp p!(P | f )] (9)
et EL(P, f, x) l’ensemble des e le ments de E(P, f, x) maximaux pour l’ordre:
\(!, ’) # (a*C)
2 (!’  ’&! # N7+). (10)
On a alors le re sultat suivant.
Lemme 3.1. Pour tout * # a*C , f # E**(GK) et x # G:
(a) Tout e le ment de EL(P, f, x) appartient a l ’ensemble W*&\.
(b) Tout ! # E(P, f, x) est majore par au moins un e le ment w*&\ #
EL(P, f, x) pour w # W convenable.
(c) Si * # (a*C)$, cet e le ment w # W est unique. En particulier
Supp p!(P | f )Supp pw*&\(P | f ).
(d) Si * # (a*C)$, tout v # W tel que v*&\ # E(P, f, x) est tel que
v*&\ # EL(P, f, x).
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De monstration. La de monstration des parties (a) et (b) est base e sur
le fait que l’ensemble des majorants de ! dans X(*) est fini. Lorsque
! # EL(P, f, x), on raisonne comme dans la de monstration de la Prop. 3
p. 26 de [4] en se limitant a des distributions sur un voisinage ouvert de
x dans G dans lequel tous les majorants ’ de ! dans X(*) de finissent des
distributions p’(P | f ) nulles. La forme ! de finit alors un poids de l’action
de a sur le quotient S(a)S(a) I* ou I* est translate du noyau du caracte re
p [ p(*) de S(a) (voir [4] Cor. 4 p. 43).
(c) Si (w1 , w2) # W2 majorent ! et sont tels que wj*&\ # EL(P, f, x),
( j=1, 2), on a w1 *&w2 * # Z7+ et donc ([8] Appendice 2 Prop. 2)
w1=w2 .
(d) D’apre s (b) appliquee a !=v*&\, il existe w # W tel que w*&v*
# N7+ et w*&\ # EL(P, f, x). Comme en (c), on en de duit que v=w. K
Si w de signe un repre sentant de l’e le ment w # W dans le normalisateur de
a dans K, pour tout * dans un ouvert de a*C , l’inte grale
|
N w
f (xw }(n w)) e&(*+\)(H(n w )) dn w ,
ou N w :=N & w &1Nw , et x # }(x) eH(x)N, (x # G, }(x) # K, H(x) # a),
converge absolument et de finit un G-morphisme A(w, P, *): C(G, P, 1, *)
 C(G, P, 1, w*) qui, en tant qu’endomorphisme de C(KM), se prolonge
me romorphiquement a a*C . Son domaine d’holomorphie contient (a*C)$
(voir [14], (3.11) p. 584). Par transposition d’ope rateurs sur C(KM), et
compte tenu des identifications d’espaces, on obtient une famille d’ope rateurs
A$(w, P, *): D$(G, P, 1, *)  D$(G, P, 1, w*) prolongeant par continuite
A(w, P, &*): C(G, P, 1, &*)  C(G, P, 1, &w*).
Pour w # W et * # a*C , notons:
7(w) :=7+r & w
&1(&7+r ) (11)
et
cw(*) := ‘
: # 7(w)
c:(*). (12)
Lemme 3.2. Etant donne w # W et * # (a*C)$, les relations suivantes sont
ve rifie es:
(a) Pour tout f # E**(GK):
pw*&\(P | f )=cw(*)&1 A$(w, P, *) p*&\(P | f ).
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(b) Pour tout u # D$(G, P, 1, *):
Supp A$(w, P, *) uSupp u Cl(Pw&1P).
De monstration.
(a) Les G-modules C(G, P, 1, &*) e tant ge ne riquement ire ductibles il
existe une constante c(w, *) telle que pw*&\(P | f )=c(w, *)&1 A$(w, P, *)
p*&\(P | f ). On e value la constante en calculant les deux membres sur
l’image par P* de la fonction constante un, c’est a dire la fonction sphe rique
.*=.w* de Harish-Chandra. Il suffit alors de tenir compte de l’e quation
3.8 et du fait que l’image de un par A$(w, P, *) est la constante cw(&*).
(b) C’est un re sultat classique (voir aussi la de monstration du
the ore me 3.1 ci-dessous). K
Lemme 3.3. Soient v et w deux e le ments de W, * # a*C et : # 7.
(a) Si v*&w* # C:, alors v*=w* ou v*=s:w*.
(b) Il existe un ouvert partout dense 0:=, orthogonal de : in a*C , tel
que:
\& # 0, \v # W, (v(*+&)&(*+&)) |Ker : # Z7 |Ker :
O v=1 ou v=s: .
De monstration.
(a) Supposons d’abord * # a* re el. Si t # R est tel que v*&w*=t:, la
relation (w*, w*)=(v*, v*) implique t=0 ou t=(v*, : ).
Dans le cas ge ne ral, on applique l’argument ci-dessus a *s=Re *+
s Im *, pour s re el quelconque.
(b) Montrons que, lorsque v{1 et w{s: , l’application & [ v&&&
n’est pas identiquement nulle sur :=. Dans le cas contraire, on a v&=&
pour tout & # := ce qui implique: &=1 ou v=s: .
Le comple mentaire de l’ensemble des ze ros de la famille de nombrable
d’applications affines & [ v(*+&)&(*+&)+’ |Ker : , (v # W, v{1, v{s: ,
’ # Z7) est donc un ouvert partout dense de :=. K
Par la suite, nous dirons qu’une fonction a valeurs dans un espace de
distributions est holomorphe si elle est scalairement holomorphe, c’est a
dire holomorphe pour la topologie de la convergence simple sur cet espace
de formes line aires.
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The ore me 3.1. Soient SGP ferme , UGP ouvert contenant S,
0a*C ouvert, + # 0 et & [ f& une famille holomorphe sur 0 d ’e le ments de
E&*(GK) ve rifiant les conditions suivantes:
(i) Pour tout & # 0$ :=0 & (a*C)$, Supp p&&\(P | f&)S.
(ii) L’application & [ p&&\(P | f&) |U , compose e avec la restriction a U
d ’une fonction holomorphe sur 0$, a valeurs dans D$(KM), se prolonge en
une fonction holomorphe au voisinage de &=+.
On munit le groupe de Weyl W de l ’ordre de Bruhat et on note, pour tout
w # W, U(w, S) l ’ouvert U"u<w (SPu&1P). Alors:
(a) Pour tout w # W, l ’application & [ pw&&\(P | f&) |U(w, S) se prolonge
en une fonction holomorphe au voisinage du point &=+. De plus, la valeur
;w+( f+) que prend la fonction ainsi prolonge e au point &=+ ne de pend que
de la valeur ;+( f+) de p&&\(P | f&) au point &=+.
(b) Si, de plus, l ’e le ment w # W est tel que:
\: # 7(w), ( +, : )  &Z+,
on a l ’inclusion:
(Supp ;+( f+) Cl(Pw&1P)) & U(w, S)Supp ;w+( f+).
De monstration.
(a) La dualite entre D$(G, P, 1, &) et C c (G) (au sens des distribu-
tions sur G) est de termine e par la dualite entre D$(KM) et C(KM) par
l’interme diaire de l’application j& : C c (G)  C
(G, P, 1, &) de finie pour
. # C c (G) et x # G par:
j&(.)(x)=|
M_N_A
.(xmna) a(&+\) dm dn da.
On a alors, pour tout couple (u, .) # D$(G, P, 1, &)_C c (G), les relations
de dualite :
(A$(w, P, &) u, .) =(A$(w, P, &) u |K , jw&(.) |K )
=(u |K A(w&1, P, w, &) jw&(.) |K)
=|
N w
(u |K , ( jw&(.)(.w &1}(n w))) |K) e&(w&+\)(H(n w )) dn w
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pour & dans le domaine de convergence de l’inte grale. Mais par de finition
du support d’une distribution:
(u |K jw&(.(.w &1}(n w))) |K) 0 O (Supp u & K)
& (((Supp jw&(.) & K) }(n w)&1 w ){<
O (Supp u & K) w &1n wP & (Supp .){<.
Or l’ensemble C :=S Cl(Pw&1P) & Supp .=SPw&1P & Supp . est compact
lorsque Supp .U(w, S), (cf. [14] (3.16) p. 585). L’inte grale a donc lieu
sur un compact de s que Supp uS. Elle se prolonge en une fonction de &
holomorphe sur a*C . On conclut par utilisation du the ore me de Hartogs
sur l’holomorphie se pare e. La de monstration de l’inde pendance est identique
a celle de [14] p. 587.
(b) On raisonne par re currence sur l(w) :=Card(7(w)). Il suffira
alors de de montrer le re sultat pour l(w)=1. En effet, si l(w)2 et w=vs:
ou l(v)l(w) et s: de signe la syme trie de Weyl associe e a une racine simple
: # 2, on a, dans ce cas: 7(w)=[:] _ s:7(v) (partition) et l’hypothe se faite
sur le couple (+, w) implique que pour toute racine ; # 7(v): (s: +, ;8 ) =
( +, s: ;
6
)  &Z+, de telle sorte que les couples (+, s:) et (s: +, v) ve rifient
encore la me^me hypothe se. De plus (cf. le lemme 3.2), Supp ps:&&\(P | f&)
S Cl(Ps:P) et que (cf [14] (3.16) p. 585) Cl(Ps: P)=P: sous-groupe
parabolique standard associe au singleton [:], l’hypothe se (i) est ve rifie e.
Si on remarque (cf. [12] lem. 8 p. 378 et [14] (3.16) p. 585) que:
.
u<w
Pu&1P=\P: .u<v Pu
&1P+_ Cl(Pv&1P)
on obtient l’inclusion: U(w, S)=U(v, SP:)"S Cl(Pv&1P). Comme pour
tout & # 0$ : pw&&\(P | f&)=cv(s:&) A$(v, P, s:&) ps:&&\(P | f&), on de duit de
l’hypothe se de re currence et du lemme 3.2 que:
Supp ;w+( f+)$(Supp ;s: +( f+) Cl(Pv
&1P)) & U(v, SP:)
$(Supp ;+( f+) P: Cl(Pv&1P)) & U(w, S)
=(Supp ;+( f+) Cl(Pw&1P)) & U(w, S),
d’apre s [14] (3.16) p. 585.
Supposons donc l(w)=1, c’est a dire w=s: pour une racine simple : # 2.
Dans ce cas, on peut supposer que:
w+&+ |Ker : # N7+|Ker : O w=1 ou w=s: (13)
28 JACQUES CARMONA
D’apre s le Lemme 3.3, on peut en effet choisir ! # :=a*C pour que cette
condition soit ve rifie e par ++!. Dans ce cas, la distribution u& :=e!(H(.))
p&&\(P | f&) appartient a l’espace D$(G, P, 1, &+!) et la correspondance
&$ :=&+! [ g&$ :=c(&+!)&1 P&+!(u&) est une famille holomorphe dans un
voisinage de +$=++! et ve rifie p&+!&\(P | g&+!)=u& . Mais d’autre part,
ps: (&+!) & \(P | g&+!) = c:(&+!)
&1 A$(s: , P, &+!) u&= e!(H(.)) ps:&&\(P | f&),
car le tout ne de pend de & que par l’interme diaire de (&, : ).
Si + ve rifie l’hypothe se e nonce e dans l’equation 13, l’ensemble 5(+&\)
(voir l’e quation 4) se re duit a [(Id, 0)], ce qui implique que la fonction
& [ p&&\(P | f&) est holomorphe en &=+ et ;+( f+)= p+&\(P | f+) est la
valeur au bord usuelle.
De la me^me fac on:
(i) Si ( +, : )  Z+, l’ensemble 5(s: +&\) se re duit a [(Id, 0)], et
;s: +( f+)= ps: +&\(P | f+).
(ii) Si ( +, : ) # Z+, l’ensemble 5(s:+&\) contient (Id, 0), et
(s: , ( +, : ) :) et, pour toute fonction  # C c (U"S):
2 ( ps: +&\(P | f+), )= lim&  +
(( ps:&&\(P | f&), )+( p&&\&(+, : ) :(P | f&), ) )
=(;s: +( f+), )
car, d’apre s le lemme 3.1(c), Supp p&&\&( +, : ) :(P | f&)Supp p&&\(P | f&)
S. Donc si x # Supp ;+( f+)=Supp p+&\(P | f+) & U et y # xP: & U(s: , S)
=xP: & (U"S), il existe, d’apre s [3] prop. 5.1 p. 636 et le lemme 3.1, un
e le ment w # W tel que w+&+ |Ker : # N7+|Ker : , avec y # Supp pw+&\(P | f+).
A nouveau, l’hypothe se faite sur + implique (voir le lemme 3.3) que les
seules possibilite s sont w=Id, exclu par le choix de y  S, et le cas w=s: .
K
En utilisant l’e quation 8, le lemme 3.2(b) et en copiant l’argument de
la de monstration du the ore me 3.1(b), on de montre facilement le re sultat
suivant, sugge re par H. Schlichtkrull dans une lettre manuscrite adresse e a
P. Delorme.
Corollaire 3.1. Si * est un e le ment de (a*C)$ (voir l ’e quation 3.2) tel que
Re * soit 7(a, P)-dominant, pour tout e le ment f # E**(GK) et tout w # W
on a:
Supp pw*&\(P | f )=Supp p*&\(P | f ) Cl(Pw&1P).
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4. FAMILLES FONDAMENTALES DE RACINES
4.1. Extension d ’une construction de Matsuki
Le sous-groupe compact maximal K est l’ensemble des points fixes dans
G d’une involution % dont la diffe rentielle (note e encore %) de finit une
de composition de Cartan g=k+s (ou k :=Lie K) de g :=Lie G. Soit H un
sous-groupe ouvert de l’ensemble des points fixes d’une involution _ de G
qui commute avec %. On note encore _ la diffe rentielle de _ et g=h+q, ou
h :=Lie H, la de composition correspondante de g.
On suppose que le sous espace de Cartan a de s est contenu dans h & s
et dans l’alge bre de Lie du sous-groupe parabolique minimal P de G. Pour
toute racine : de (g, a), le sous-espace de poids g(a, :) est _-stable, ce qui
permet de de finir les nombres:
m: :=dim g(a, :)
m+: :=dim g(a, :) & h
m&: :=dim g(a, :) & q
m:0 :=m+: &m
&
: ,
de telle sorte que m:=m+: +m
&
: .
De finition 4.1. On appelle syste me fondamental de racines de 7(a, P),
toute suite i [ :i , (1i j), de racines de 7(a, P) ve rifiant les conditions
suivantes:
(i) Pour tout entier i # [1, j], la racine :i est simple dans le syste me
de racines positives forme par les racines de 7(a, P) orthogonales a
:1 , ..., : i&1 .
(ii) Pour tout entier i # [1, j]:
m:i>: m
0
: ,
la somme portant sur les racines : # 7(a, P) & (:i+ i&1k=1 Z:k).
Pour i=1, ces conditions signifient que :1 est une racine 7(a, P)-simple
telle que g(a, :1) & q{[0].
Or, a toute racine 7(a, P)-simple : telle que g(a, :) & q soit non nul on
peut associer les objets suivants:
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(i) Le vecteur E: # a identifie , via la forme de Killing B de g, a la
coracine : .
(ii) Un vecteur X: # g(a, :) & q normalise par la condition B(X: , %X:)
(:, :)=&2.
(iii) L’e le ment de Cayley c: :=exp( ?4 (X:+%X:)) de K.
(iv) Le sous-espace de Cartan _-stable a: :=Ad c:(a) de s.
On remarque alors que si g: est l’alge bre de Lie du groupe de rive G: du
centralisateur de l’e le ment E$: :=Ad c:(E:) de s & q dans G, le triplet
(G:0, g: & a: , c: P(c:)&1 & G:0) ve rifie, relativement aux restrictions de _ et
% a G 0: et g: , les me^mes hypothe ses que le triplet (G, a, P), ce qui permet
d’envisager une construction par ite ration du proce de .
Ge ne ralisant une construction de Matsuki (cf. [11] 92), on peut donc, a
partir du choix initial L0=Q0=G, a0=a et P0=P, former par re currence
une suite finie j [ (:j , aj , Q j , Pj) de la fac on suivante:
(i) :j+1 est une racine 7(aj , Pj & Lj)-simple telle que lj (aj , : j+1) &
q{[0].
(ii) L’e le ment Ej+1 , identifie a la coracine : j+1 , est l’unique
vecteur de [lj , lj] & aj orthogonal a Ker :j+1 tel que :j+1(Ej+1)=2.
(iii) L’e le ment Xj+1 # lj (aj , :j+1) & q est tel que B(X j+1 , %Xj+1)
(:j+1 , :j+1) =&2.
(iv) cj+1=exp( ?4 (Xj+1+%Xj+1)) # (Lj)
0 & K & exp(q).
(v) aj+1=Ad cj+1(aj)=Ker :j+1+RE$j+1 ou E$j+1=Ad cj+1(Ej+1)
# q & s & lj . C’est un sous-espace de Cartan _-stable de s.
(vi) Q$j+1 est le sous-groupe parabolique de Lj dont l’alge bre est
somme des sous-espaces propres associe s aux valeurs propres positives ou
nulles de ad E$j+1 et Qj+1 :=Q$j+1N$j=Lj+1N$j+1 , (avec la convention
N$0=[e]), la de composition de Langlands du sous groupe parabolique
correspondant de G. En particulier, Lj+1 (resp. lj+1 :=Lie Lj+1) est le
centralisateur de E$j+1 dans Lj (resp. lj).
(vii) w$j+1 est l’e le ment du groupe de Weyl W(L
0
j , aj) de fini par:
w$j+17(aj , Lj & Pj)=[; # 7(a j , lj) | ;(Ej+1)>0]
_ [; # 7(aj , Lj & Pj) | ;(Ej+1)=0].
(viii) Pj+1 :=cj+1 w $j+1Pj (w $j+1)
&1 c&1j+1=M j+1Aj+1 Nj+1 ou w $j+1 #
L0j & K est un repre sentant de w$j+1 . C’est un sous-groupe parabolique
minimal de G contenant Aj+1 :=exp(aj+1), N$j+1 , et contenu dans Qj+1 ,
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de telle sorte que Lj+1 & Pj+1 est un sous-groupe parabolique minimal
de Lj+1 .
La construction s’arre^te lorsque l’indice j=r est tel que lj & nj & q=[0],
c’est a dire lorsque aj & q est abe lienne maximale dans q & s.
On note encore s$j+1 la syme trie de Weyl de a j associe e a la racine :j+1
et
wj+1=(Ad cj } } } c1)&1 w$j+1 Ad cj } } } c1
sj+1=(Ad cj } } } c1)&1 s$j+1 Ad cj } } } c1
les e le ments correspondants du groupe de Weyl W=W(g, a), avec la
convention w1=w$1 , s1=s$1 . Enfin on munit le dual du sous-espace bj :=
 jk=1 REk (resp. b$j :=
j
k=1 RE$k) de l’ordre lexicographique * P
( j)
+ associe
a la base orthogonale [E1 , ..., Ej] (resp. [E$1 , ..., E$j]) de bj (resp. b$j).
Pre cisons quelques proprie te s de la construction pre ce dente.
Lemme 4.1. Pour tout couple 1i, jr:
Ad cj } } } c1(Ei)={Ei si j<i,E$i si ji.
De monstration. Si j<i, Ei # ai&1 & h et (Ad cj) |ai&1 & h=Id. Si j=i
Ad cj (Ej)=E$j par construction. Si j>i, E$i # b$i et (Ad cj) |b$i=Id. K
On associe a chaque e le ment w du groupe de Weyl W sa longueur
l(w) :=Card(7r(a, P) & w&1(&7r(a, P))),
ou 7r(a, P) de signe l’ensemble des racines non divisibles de 7(a, P).
Lemme 4.2. Pour tout entier j # [1, r]:
(a) 7(aj , N$j )=[; # 7(aj , g) | ; |b$j o
( j)
0].
(b) 7(aj , Lj & Pj ) = [ ; # 7(a, P) b (Ad cj } } } c1)&1 | ; | b$j = 0 ] =
[; # 7(a, P) | ; |bj=0] b (Ad cj } } } c1)
&1.
(c) wj } } } w17(a, P)=[; # 7(a, P) | ; |bj=0] _ [; # 7(a, g) | ; |bj o
( j)
0].
(d) l(wj } } } w1)=l(w$j)+ } } } +l(w$1).
(e) s jw j } } } s1 w1 7( a, P) = [; # 7(a, P) | ; |bj = 0] _ [; # 7(a, g) |
; |bj O
( j)
0].
(f ) l(sjwj } } } s1w1)=l(s$jw$j)+l(sj&1wj&1 } } } s1w1).
(g) l(sjwj } } } s1w1)=l(wj } } } w1)+ j.
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De monstration. On raisonne par re currence sur j, le cas j=1 re sultant
directement des de finitions.
(a) et (b) Comme cj+1 et w j+1 appartiennent a L0j , le groupe Pj+1 :=
cj+1w $j+1(Pj & Lj)(w $j+1)
&1 c&1j+1N$j , et le syste me de racines correspondant:
7(aj+1 , Nj+1)=7(aj+1 , N$j) _ 7(aj+1 , Lj & Pj+1). Par l’hypothe se de
re currence 7(aj+1 , N$j) |b$j=7(aj , N$j) |b$j est forme des e le ments qui sont o
( j)
0
dans b$j , donc qui sont o
( j+1)
0 dans b$j+1 . Enfin, d’apre s la construction elle-
me^me (voir (vi) et (viii)): 7(aj+1 , Lj & Pj+1)=[; # 7(aj+1 , lj) | ;(E$j+1)>0]
_ [; # 7(aj , , Pj & Lj) b Ad c&1j+1 | ;(E$j+1)=0], ce dernier terme e tant
7(aj+1 , Lj+1 & Pj+1), et le premier terme 7(a j+1 , Pj+1 & Lj & N$j+1).
Mais une racine ; # 7(aj+1 , lj) telle que ;(E$j+1)>0 est nulle sur b$j . Elle
est donc telle que ; |b$j+1 o
( j+1)
0. De me^me, une racine ; # 7(a j , Pj & Lj) b
Ad c&1j+1 telle que ;(E$j+1)=0 est nulle sur b$j+1 .
(c) Par construction, w$j+1=Id sur b$j et donc wj+1=Id sur bj , de
telle sorte que, par re currence: wj+1 } } } w17(a, P)=wj+1[; # 7(a, P) |
; |bj=0] _ [; # 7(a, P) | ; |bj o
( j)
0]. Or, d’apre s (b):
wj+1[; # 7(a, P) | ; |bj=0]=wj+1(7(a j , L j & Pj) b Ad cj } } } c1)
=(w$j+17(aj , Lj & Pj)) b Ad c j } } } c1
=([; # 7(aj , Lj & Pj) | ;(Ej+1)=0]
_ [; # 7(aj , lj) | ;(Ej+1)>0])
b Ad cj } } } c1 .
Mais, d’apre s le cas j=1:
[; # 7(aj , Lj & Pj) | ;(Ej+1)=0]=7(aj+1 , Pj+1 & Lj+1) b Ad cj+1
=[; # 7(a, P) | ; |bj+1=0] b (Ad cj } } } c1)
&1,
d’apre s (b). Cela signifie que:
[; # 7(aj , Lj & Pj) | ;(Ej+1)=0] b Ad cj } } } c1=[; # 7(a, P) | ; |bj+1=0].
De la me^me fac on:
[; # 7(aj , lj) | ;(Ej+1)>0]=[; # 7(aj , g) | ; |b$j=0 et ;(E j+1)>0]
=[; # 7(a, g) | ; |bj=0 et ;(Ej+1)>0]
b (Ad cj } } } c1)&1,
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de telle sorte que:
[; # 7(a, g) | ; |bj o
( j)
0] _ [; # 7(aj , lj) | ;(Ej+1)>0] b Ad cj } } } c1
=[; # 7(a, g) | ; |bj+1 o
( j+1)
0].
(d) L’assertion (c) implique:
wj+1 } } } w17(a, P) & (&7(a, P))
=[; # &7(a, P) | ; |bj+1 o
( j+1)
0]
=[; # &7(a, P) | ; |bj o
( j)
0] _ [; # &7(a, P) | ; |bj=0 et ;(Ej+1)>0].
On a donc:
l(wj+1 } } } w1)&l(wj } } } w1)
=Card([; # &7r(a, P) | ; |bj=0 et ;(Ej+1)>0])
=Card([; # &7r(a j , Lj & Pj) | ;(Ej+1)>0])
=Card(w$j+1 7r(aj , Lj & Pj) & (&7r(aj , Lj & Pj))),
d’apre s la de finition de w$j+1 . On a donc finalement l(w j+1 } } } w1)&
l(wj } } } w1)=l(w$j+1).
(e) Le cas j=1 est encore le cas fondamental. On a:
s1w1 7(a, P)=s1[; # 7(a, P) | ;(E1)=0] _ s1[; # 7(a, g) | ;(E1)>0]
=[; # 7(a, P) | ;(E1)=0] _ [; # 7(a, g) | ;(E1)<0],
car, la racine :1 e tant simple, s1 laisse invariant 7(a, P)"[:]. Si l’assertion
(e) est vraie a l’ordre jr&1, on peut e crire:
sj+1 wj+1 } } } s1 w17(a, P)
=sj+1 wj+1([; # 7(a, P) | ; |bj=0] _ [; # 7(a, g) | ; |bj O
( j)
0]).
L’ope rateur s$j+1w$j+1 e tant l’identite sur b$j , l’ope rateur s j+1wj+1 induit
l’identite sur bj et:
sj+1 wj+1[; # 7(a, g) | ; |bj O
( j)
0]=[; # 7(a, g) | ; |bj O
( j)
0].
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Or, d’apre s (a):
sj+1 wj+1[; # 7(a, P) | ; |bj=0]
=sj+1wj+1(7(aj , Lj & Pj) b Ad cj } } } c1)
=(s$j+1w$j+17(a j , Lj & Pj)) b Ad cj } } } c1
=([; # 7(aj , lj) | ;(Ej+1)<0]
_ [; # 7(aj , Lj & Pj) | ;(Ej+1)=0]) b Ad cj } } } c1 ,
d’apre s le calcul fait pour j=1. Comme dans la de monstration de (c), on
ve rifie que le premier terme comple te l’ensemble: [; # 7(a, g) | ; | bj+1
O
( j+1)
0]. On a aussi ve rifie au cours de cette de monstration que:
[; # 7(aj , lj) | ;(Ej+1)=0] b Ad cj } } } c1=[; # 7(a, g) | ; |bj+1=0].
(f ) D’apre s les calculs faits en (e):
sj+1 wj+1 } } } s1 w17(a, P) & (&7(a, P))
=[; # &7(a, P) | ; |bj+1 O
( j+1)
0]
=[; # &7(a, P) | ; |bj O
( j)
0] _ [; # &7(a, P) | ; |bj=0 et ;(Ej+1)<0].
On a donc:
l(sj+1wj+1 } } } s1 w1)&l(sjwj } } } s1w1)
=Card([; # &7r(a, P) | ; |bj=0 et ;(Ej+1)<0])
Card[; # 7r(a j , Lj & Pj) | ;(Ej+1<0]),
c’est a dire, d’apre s les calculs faits pour j=1:
l(sj+1wj+1 } } } s1 w1)&l(s jwj } } } s1 w1)=l(s$j+1w$j+1).
(g) D’apre s (d) et (f ), il suffit de de montrer le re sultat pour j=1.
Dans ce cas:
w17(a, P) & (&7(a, P))=[; # &7(a, P) | ;(E1)>0].
Cet ensemble ne contenant pas la racine simple (pour l’ordre oppose ) &:1 :
l(s1 w1)=l(w1)+1 (cf. [14] (1.21) p. 570). K
Lemme 4.3. Pour tout entier j # [1, r], la famille (:1 , ..., :j) est une
famille fondamentale de racines de 7(a, P).
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De monstration. Le lemme 23(i) p. 536 de [11] et le lemme 4.2(b)
ci-dessus impliquent que (:2 , ..., :j) est une famille fondamentale de racines
pour le syste me 7(a1 , L1 & P1). K
Par construction, lorsque le syste me fondamental (:1 , ..., :r) est maximal,
l’espace a$ :=rj=1 RE$j=Ad c(a) & q, ou c :=c$r , est une sous-alge bre
abe lienne maximale de s & q.
Definition 4.2. Pour tout entier j # [1, r], l’e le ment c$j :=cj } } } c1 de K
obtenu lors de la construction pre ce dente est appele e le ment de Cayley
associe au syste me fondamental (:1 , ..., :j).
Remarque 4.1. Chaque syste me fondamental de racines peut donc e^tre
associe a une construction de Matsuki ainsi ge ne ralise e. Pour tout entier
j # [1, r], l’e le ment de Cayley c$j associe a la famille fondamentale (:1 , ..., :j)
de racines de 7(a, P) est tel que le groupe c$jP(c$j)
&1 & Lj est un sous-groupe
parabolique minimal de Lj (cf. lemme 4.2(b)) contenant le sous-espace de
Cartan a$j :=Ad c$j(a).
Lemme 4.4. Pour tout j # [1, r]:
Card(7r(a, P))=Card(7r(aj , Lj & Pj))+2l(w j } } } w1)+ j.
De monstration. On raisonne par re currence sur l’entier j, le cas j=1
e tant un re sultat e nonce sans de monstration dans [11] en (2.3) p. 536.
Applique au couple (aj , Pj & Lj), il permet de passer de l’ordre jr&1 a
l’ordre j en utilisant le lemme 4.2(g). Pour de montrer le re sultat lorsque
j=1, notons provisoirement : :=:1 , E :=E1 , w :=w1 , 7=7r(a, g) et
7+=7r(a, P). Si on de signe par F la famille des :-se ries contenues dans
7+ et 4 :=[; # 7 | ;(E)>0], on a:
w7+ & (&7+)=4 & (&7+)= .
V # F
(4 & (&V))
et donc:
l(w)= :
V # F
Card(4 & (&V))= :
V # F _
dim V
2 &
(parties entie res). Mais d’autre part, comme 4=[:] V # F ((4 & V) _
(4 & (&V))) (partition), et que ces deux derniers ensembles sont en bijection,
on a:
Card 4=1+2 :
V # F _
dim V
2 & . K
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L’e nonce ci-dessous re sume, sous-une forme qui nous sera utile, quelques
proprie te s (essentiellement dues a Oshima) des facteurs de Le vi des sous-
groupes paraboliques _%-stables minimaux de G.
Lemme 4.5. Soit a$ un sous-espace abe lien maximal de s & q et M$A$ la
_-de composition de Langlands du centralisateur de a$ dans G. On note m$
l ’alge bre de Lie de M$ et a" l ’intersection de s et du centre de m$. On fixe
un sous-espace de Cartan b de q (resp. a de s) contenant a$.
(a) L’espace b (resp. a) est %-stable (resp. _-stable) et [b, a]=[0].
(b) L’alge bre de Lie m(_) engendre e par a" et par les sous-espaces
g(a, :) de m$ associe s aux racines : de a nulles sur a$ est contenue dans
m$ & h et commute avec b.
(c) Son orthogonal m(%) dans m$ est un ide al de m$ commutant avec
a et contenu dans k.
(d) Soient M(_), M(%)0 les sous-groupes analytiques de G d ’alge bres
de Lie respectives m(_), m(%) et M(%) le groupe 1G M(%)0, ou 1G=
Ad&1G ((exp - &1 ad a) & K). Alors si bk :=b & k, le groupe M(%) est contenu
dans K, M$=M(%) M(_), et M(%)&H=(M(%)&H&1G exp(bk))(M(%) & H)0.
(e) L’ensemble M1 :=(M(%) & H)(M$)0 est le plus petit sous-groupe
ouvert de M$ contenant M$ & H.
De monstration.
(a) Pour tout X # b, l’e le ment X&%X appartient a s & q et commute
avec a$. Il appartient donc a a$. De me^me, l’espace [b, a] est contenu dans
a$ et lui est orthogonal.
(b) Chaque sous-espace g(a, :) correspondant a une racine : de a
nulle sur a$ est _-stable, donc contenu dans h. D’apre s (a), [g(a, :), b]
g(a, :) & q=[0]. L’alge bre b commute donc avec m(_)m$ & h.
(c) La de monstration est identique a celle du Lem. 1.5 p. 608 de
[13]. On remarquera seulement que l’alge bre m(%) est %-stable, donc
re ductive dans g et son centre est central dans m$. Elle est donc contenue
dans k.
(d) C’est le Lemme 4.6 p. 638 de [13].
(e) Cela re sulte imme diatement de la construction pre ce dente. K
Remarque 4.2. Les notations utilise es sont le ge rement diffe rentes de
celles de Oshima (voir [14] p. 596) qui, de plus, utilise une de composition
de Langlands.
37PLONGEMENTS DE SE RIES DISCRE TES
4.2. Une double-classe dont l ’adhe rence est d ’inte rieur non vide
On conserve les notations et hypothe ses du paragraphe pre ce dent. On
note encore w $j (rep. s j) un repre sentant de w$j (resp. sj) dans K, (1 jr).
Lemme 4.6. Pour tout entier j # [1, r], l ’adhe rence Cl(Ps j w j } } } s 1w 1 P)
contient l ’e le ment cj w $j } } } c1 w $1 .
De monstration. On raisonne par re currence sur l’entier j, le cas j=1
e tant de montre dans [11] (3.2) p. 535. Notons s^j :=c1s jc&11 et w^j :=
c1w jc&11 , (2 jr) les e le ments analogues a s j et w j calcule s en remplac ant
le triplet (G, a, P) par le triplet (L1 , a1 , L1 & P1). Par de finition de s1 et P1 ,
on a:
s1[; # 7(a, P) | ;(E1)=0]=[; # 7(a, P) | ;(E1)=0]
et:
[; # 7(a, P) | ;(E1)=0]=7(a1 , L1 & P1) b Ad c1
de telle sorte que L1 & P1 c1s &11 P(c1s
&1
1 )
&1. Notons vj=s jwj } } } s1 w1 .
Puisque, par de finition L1 & P1c1w 1P(c1w 1)&1, et que, par construction,
s1 commute avec sk et wk , (2kr), on obtient successivement les
inclusions:
Cl(PvjP)(c1w 1)&1$Cl(Ps jw j } } } s 2w 2 s 1c&11 L1 & P1)
$Cl(Ps 1c&11 s^jw^j } } } s^2 w^2L1 & P1)
$s 1c&11 Cl(L1 & P1 s^j w^j } } } s^2 w^2L1 & P1),
ensemble qui contient, d’apre s l’hypothe se de re currence, s 1c&11 cjw $j } } }
c2w $2 . Cela signifie que c1s 1 Cl(PvjP) contient l’e le ment cjw $j } } } c1 w $1 .
L’ensemble
vj 7(a, P) & (&7(a, P))=[; # &7(a, P) | ; |bj O
( j)
0]
(voir lemme 4.2(e)) contient la racine simple (pour l’ordre oppose ) &:1 , de
telle sorte que ([14] (1.21) p. 570) l(s1 vj)<l(vj). Il en re sulte ([14] (3.16)
p. 585) que Cl(PvjP) est invariant par les translations a gauche associe es
aux e le ments du centralisateur de Ker :1 dans G. Or c1 et s 1 appartiennent
a ce groupe. K
Si a" est un sous-espace de Cartan _-stable de s et x # G, l’alge bre
Ad x(a") est _-stable si et seulement si _(x)&1x normalise a". Rossmann
(cf. [15] Th. 13 p. 172) parame tre les H&P double-classes en utilisant cet
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ensemble WGH(a"). On peut me^me ([10] Th. 1 p. 336) choisir un repre sentant
de chaque double classe dans WGH(a) & K, ce que nous ferons de sormais.
Pour e tudier les H&P double-classes de G (suppose semi-simple connexe),
Matsuki associe a chaque double-classe D=HyP le re el
N(D) := 12 Card((7y)r & _(7y)r)+
1
2 dim(Ad y(a) & h), (14)
ou 7y :=7(Ad y(a), yPy&1)=7(a, P) b Ad y&1. C’est un entier qui ne
de pend pas du choix du repre sentant y de D.
Lemme 4.7. On conserve les notations et hypothe ses ci-dessus et on de finit:
# :=crw $r } } } c1 w $1 .
Alors:
(a) L’ensemble HQr# est ouvert et e gal a H#P.
(b) L’entier N(H#P)=N(HP)&l(srwr } } } s1 w1).
De monstration.
(a) Le sous-groupe parabolique Qr e tant _%-stable, la double classe
HQr est ouverte dans G. Par de finition Pr=#P#&1Qr , et (voir le lemme
4.5): HQr=HM$A$N$=HM(_) M(%) A$N$HMrAr Nr=HPr .
(b) Comme Ad #=&_=Id sur a$ :=ar & q, on a:
(7(Ad #(a), #P#&1)) & _(7(Ad #(a), #P#&1)))=7(ar , Lr & Pr)).
De me^me:
dim(Ad #(a) & h)=dim(ar & h)=dim a&r,
ce qui entraine (voir lemme 4.4):
2N(H#P)=Card(7r(ar , Lr & Pr))+dim a&r
=Card(7r(a, P))+dim a&2l(wr } } } w1)&2r
=2N(HP)&2l(srwr } } } s1w1). K
Definition 4.3. L’e le ment # de K ainsi construit sera appele repre sentant
distingue associe a la famille fondamentale maximale (:1 , ..., :r) d’e le ments
de 7(a, P).
Cet e le ment de pend aussi du choix des e le ments de Cayley ayant servi a
sa construction.
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Proposition 4.1. On conserve les notations et hypothe ses pre ce dentes et
on note:
w=srwr } } } s1 w1 .
Soit 0 l ’ouvert G"v<w H Cl(PvP), l ’ordre sur le groupe de Weyl W e tant
l ’ordre de Bruhat. Alors, la double classe ouverte H#P=HQr# est contenue
dans l ’intersection: 0 & H Cl(PwP).
De monstration. Pour tout e le ment v<w de W: N(HP)&N(H#P)=l(w)
>l(v) et donc, d’apre s [11] lemme 2.1(ii) p. 535, H#P & H Cl(PvP)=<.
Cela signifie que H#P0. On a vu pre ce demment (voir lemme 4.6) que
H#P est contenu dans H Cl(PwP). K
Definition 4.4. L’e le ment w du groupe de Weyl ainsi construit sera
appele e le ment de Weyl associe a la famille fondamentale maximale
(:1 , ..., :r) d’e le ments de 7(a, P).
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5.1. Transformation de Flensted-Jensen
On note encore _ et % les prolongements C-line aires de _ et % a la
complexifie e gC de g et on de finit les sous-alge bres et espaces re els suivants:
gd :=g_%+- &1 g&_%
=h & k+q & s+- &1 (h & s+q & k)
hd :=h & k+- &1 q & k
qd :=q & s+- &1 h & s
kd :=h & k+- &1 h & s
sd :=q & s+- &1 q & k
de telle sorte que _ induit une involution de Cartan %d de gd de points fixes
kd et % induit une involution _d de gd de points fixes hd et qui commute
avec %d.
On suppose G et H connexes et on note GC le groupe connexe et simple-
ment connexe d’alge bre de Lie gC ., G , H , K , Gd, H d et Kd ses sous-groupes
analytiques d’alge bres de Lie respectives g, h, k, gd, hd et kd. Les sous-
groupes H & K et Hd & K d sont des goupes compacts connexes d’alge bres
de Lie h & k=hd & kd. Ils sont e gaux.
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A tout K module (|, E) de dimension finie et trivial sur K & H & ZG , ou
ZG est le centre du groupe G, on associe une structure de (hd, H d & Kd )
module sur E de la fac on suivante:
(i) On prolonge de k a kC=hdC la diffe rentielle de la repre sentation
| et on la restreint a hd.
(ii) On fait agir le groupe Hd & Kd sur E par la repre sentation |d
de finie par: |d (kd)=|(k), (kd # Hd & Kd, k # H & K, Ad kd=Ad k).
Ce (hd, Hd & Kd) module de finit un Hd module que l’on notera (|d, E). Il
est ire ductible si et seulement si (|, E) l’est. On obtient ainsi une bijection
de l’ensemble K(H)@ des classes de repre sentations irre ductibles de K
triviales sur K & H & ZG sur un ensemble H d (K)@ de classes de repre senta-
tions irre ductibles de dimension finie de Hd.
Comme l’application 8: K_s & q_H  G de finie pour (k, X, h) # K_s
& q_H par 8(k, X, h)=keXh est diffe rentiable, surjective et telle que
8(k, X, h)=8(k$, X$, h$), (k, k$, X, X$, h, h$) # K2_(s & q)2_H2 si et seule-
ment si il existe m # K & H tel que k$=km&1, X$=Ad m(X) et h$=mh, on
conclut qu’a toute fonction |-sphe rique F: GH  E, la relation F d (eX)=
F(eX), (X # s & q), associe une fonction |d sphe rique unique F d : GdK d  E.
Or, on sait associer a toute fonction K-finie a gauche f : GH  C une
repre sentation de dimension finie (|, E), triviale sur H & K & ZG , et une
fonction |-sphe rique F: GH  E de la fac on suivante:
(i’) On note E l’espace dual du sous-espace de dimension finie E$
engendre par les translate s a gauche l(k) f, (k # K).
(ii’) On fait agir K sur E par la contragre diente de la repre sentation
re gulie re gauche de K sur E.
(iii’) On de finit, pour x # GH et g # E$: (F(x), g) :=g(x).
Remarque 5.1. L’espace E$ introduit en (i’) est alors identique a l(U(k)) f.
La relation f d (xd) :=(F d (xd), f ) , (xd # GdKd ), ou F d : GdKd  E est la
fonction |d-sphe rique correspondant a la fonction |-sphe rique F: GH  E
canoniquement associe e a f, permet d’associer a toute fonction K-finie
f : GH  C une fonction H-finie f d : GdK d  C telle que f d (eX)= f (eX)
pour tout X # s & q. On sait ([7] Th. 2.3 p. 259) que l’application f [ f d
de finit un gC -morphisme injectif de l’espace
C(GH) (K) := 
$ # K(H)@
C (GH)$
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des fonctions K-finies a gauche sur GH sur l’espace:
C(GdKd) (H d )= 
$ # H d (K d )@
C(GdKd )$
somme directe des composantes isotypiques associe es aux repre sentations
irre ductibles de dimension finie de K triviales sur H & K & ZG . On sait, de
plus, que si on note D [ Dd l’isomorphisme de D(GH) sur D(GdKd)
correspondant a l’identification U(g)hU(g)h & U(g)h=U(g)kdU(g)k d &
U(g) kd, on a, pour toute fonction f # C(GH) (K) et tout D # D(GH):
(Df )d=Ddf d. (15)
5.2. Un g-morphisme non trivial
L’espace GH admet des se ries discre tes si et seulement si les rangs
rg GH=rg KK & H ([12] Th. 1 p. 359). Dans ce cas, on peut choisir un
sous-espace de Cartan tk & q de q. L’espace ad :=- &1 t est alors un
sous-espace de Cartan de sd contenu dans sd & hd. On va utiliser les nota-
tions et re sultats des paragraphes pre ce dents en remplac ant les objets G, K,
s, a, W, etc. par Gd, Kd, sd, ad, Wd, etc. En particulier, les caracte res des
alge bres D(GH)&D(GdK d) sont parame tre s par les Wd-orbites des
formes complexes * # (adC)*. Si C

* (GH) (resp. C

* (G
dK d)) de signe
l’espace des fonctions C sur GH (resp. sur GdK d), propres pour D(GH)
(resp. D(GdKd)) pour un caracte re de fini par *, on sait ([12] Th. 1.5) que
les se ries discre tes de GH se re alisent dans des sous espaces irre ductibles
de L2(GH) & C*(GH) pour * # (adC)* convenable. Comme toute fonction
K-finie f d’un tel espace admet une transforme e de Flensted-Jensen f d #
E**(GdK d), (cf. [2] Th. 14.1 p. 148), on est amene a introduire un sous-
groupe parabolique Pd=M dAdNd de Gd tel que ad=Lie Ad et a e tudier les
asymptotiques de f d le long de ce sous-groupe.
Pour & # (adC)*, on note P& : D$(K
dMd)  E&*(GdKd) la transformation
de Poisson et, lorsqu’elle est de finie, ;& : E&*(GdK d)  D$(KdMd) l’applica-
tion valeur au bord associe es au sous-groupe parabolique Pd.
Lorsque Re * est suppose 7(ad, Pd)-dominant, Oshima et Matsuki ont
montre que le support des valeurs au bord ;*( f d) :=p*&\ d (Pd | f d ) e tait
contenu dans une re union de Hd&Pd double-classes ferme es ([12] Th. 1
p. 359). De plus, la forme * doit e^tre re gulie re relativement aux racines de
7(ad, Pd ), re elle sur ad et ve rifier des conditions d’inte gralite (l.c (1.5) p. 334
et Th. 3(iii) p. 380). Plus pre cise ment ([11] 91 p. 532), on peut se ramener
au cas ou Supp ;*( f d)HdPd (auquel cas on a trivialement l’e galite ). Les
42 JACQUES CARMONA
modules obtenus sont nuls ou irre ductibles ([16] Th. 1.2 p. 192). Nous
nous placerons de sormais dans cette situation en supposant que le module
A(*) :=[ f # C * (GH) & L
2(GH)(K) | Supp ;*( f d)H d Pd ] (16)
(ou f d est la transforme e de Flensted-Jensen de f ), est non re duit a [0]. On
notera en outre:
((adC)*)$ :=[& # (a
d
C)* | \: # 7r(a
d, Pd ) (&, : )  Z].
The ore me 5.1. Soit * # (ad)* une forme re elle, 7(ad, Pd)-dominante
re gulie re et f un e le ment non nul de A(*). On lui associe une famille & [
f d& :=c(*)
&1 P&(;*( f d )) d ’e le ments de E&*(GdKd), holomorphe sur ((adC)*)$.
Soit w # W(ad) (resp. # # Kd) un e le ment de Weyl (resp. un repre sentant
distingue ) associe a une famille fondamentale maximale (:1 , ..., :r) d ’e le ments de
7(ad, Pd) (cf. les de finitions 4.4 et 4.3). Alors:
(a) La distribution ;w&1&( f d&) de pend holomorphiquement de & sur ((a
d
C)*)$.
(b) Sa restriction a l ’ouvert U(w) :=Gd"v<w Hd Cl(PdvPd) admet
un prolongement holomorphe au voisinage du point &=*. La valeur que prend
la fonction ainsi prolonge e au point &=* ne de pend que de la valeur ;*( f d)
de ;&( f d&) au point &=*. On la note ;w&1*( f
d ).
(c) L’e le ment # de U(w) appartient au support de ;w&1*( f d ).
(d) L’application f [ ;w&1*( f d) est gC-e quivariante et, pour tout f # A(*):
\X # ndC , r(X) ;w&1 *( f
d )=0
\X # adC , r(X) ;w&1*( f
d)=(w&1*&\d)(X) ;w&1*( f d)
\m # Md, r(m) ;w&1*( f d)=;w&1*( f d).
La distribution ;w&1*( f d) est de finie par une fonction analytique sur
l ’ouvert HdPdr .
De monstration.
(a) C’est une proprie te standard des valeurs au bord d’une famille
holomorphe (cf. [2] Th. 9.2 p. 137) qui re sulte du fait que, d’apre s la
de monstration du lemme 3.1(c), l’ensemble 5(w&1&&\d ) de l’e quation 4
est re duit au singleton [(w&1, 0)].
(b) et (c) Comme pour tout & # ((adC)*)$, ;&( f
d
&)=c(&) c(*)
&1 ;*( f d )
a un support Supp ;&( f d&)H
dPd :=S, les hypothe ses du the ore me 3.1
sont ve rifie es, d’ou l’existence du prolongement holomorphe de la restriction
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de ;w&1&( f d&) a (voir le The ore me cite pour les notations) U(w)=U(w
&1, S).
De la me^me fac on, d’apre s la Proposition 4.1, l’e le ment # # U(w) appartient
au support de ;w&1 *( f d).
(d) Les applications & [ g& :=c(*)&1 l(X) P&(;*( f d)) et & [ h& :=
c(*)&1 P&(;*(l(X) f d)) sont holomorphes et co@ ncident en *. De plus, pour
’ # (adC)* 7(a
d, Pd) re gulier l’application z [ u(z) :=z&1c(*)&1 (?*+z’(X)
;*( f d)&;*(l(X) f d)) se prolonge holomorphiquement au voisinage de
z=0 avec Supp u(z)HdPd. Il en est de me^me de z [ k(z) :=z&1(g*+z’&
h*+z’)=P*+z’(u(z)). Comme l’application z [ p*+z’&\ d (Pd | k(z))=
;*+z’(k(z))=c(*+z’) u(z) se prolonge holomorphiquement au voisinage
de z=0, on de duit imme diatement, par application de l’argument utilise
en (a), que l’application qui a z associe la restriction a U(w, S) de
pw&1*+z’&\ d (Pd | k(z)) se prolonge holomorphiquement au voisinage du
point z=0. Les valeurs prolonge es l(X) ;w&1*( f d)=;w&1*(g*) et ;w&1*(l(X) f d)
=;w&1*(h*) sont donc e gales. Les autres relations sont des conse quences
imme diates des proprie te s ge ne rales des exposants extre maux des asymptoti-
ques (voir [4] Prop. 2 et 3 pp. 2526) dans le cas ge ne rique (cf. le lemme 3.11).
La dernie re assertion est une simple conse quence du the ore me de re gularite
analytique. K
Comme pre ce demment, nous allons appliquer les re sultats e tablis aux
994.1 et 4.2 en remplac ant G, K, H, ... par Gd, Kd, Hd, ... . Plus pre cise ment,
soit c # Kd un e le ment de Cayley associe a un syste me fondamental maxi-
mal (:1 , ..., :r) de racines de 7(ad, Pd ) et w # Wd :=W(ad ) (resp. # # Kd)
l’e le ment de Weyl (resp. le repre sentant distingue de fini par c) associe s a ce
syste me fondamental. Soit Q$=M$A$N$ (_-de composition de Langlands) le
sous-groupe parabolique _%-stable minimal de termine par l’ordre lexico-
graphique de fini par la base orthogonale (E$1 , ..., E$r) (ou E$j=Ad c(Ej) et
Ej est le vecteur de ad identifie a la coracine : j , (1 jr)) de l’alge bre
a$ :=rj=1 RE$j=Lie A$ abe lienne maximale dans s & q=s
d & qd. L’alge bre
de Lie de Q$ a me^me complexifie e que l’alge bre de Lie du plus petit sous
groupe parabolique _d%d-stable minimal Qdr de G
d contenant le groupe
cPdc&1 (voir remarque 4.1).
L’espace b :=a$+bk , ou a$ :=Lie A$=adr & q et bk :=- &1 (adr & hd), est
un sous-espace de Cartan de q. On fixe un sous-espace de Cartan a=ar
de s contenant a$ et on conside re les sous-groupes M(_) et M(%) de M$
introduits dans le lemme 4.5.
On note \dr : a
d
r  R la forme line aire X [
1
2 Tr ad X |n rd et &: a
d
r  R la
forme (w&1*) b Ad #&1. Cette forme coincide avec * sur adr & h
dad et avec
&* b Ad c&1 sur a$=adr & q, c’est a dire que:
\j # [1, r], &(E$j)=&*(Ej). (17)
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Remarque 5.2. D’apre s [11] Lem. 3.2 p. 536, si \d : ad  R et \dc : a
d  R
de signent les formes line aires X [ 12 Tr ad X |n d et X [
1
2 Tr ad X |n d & h d
respectivement, on a, compte tenu du fait que ldr & n
d
r h
d et puisque pour
tout X # adr & h
d, \dr(X)=
1
2 Tr ad X |n rd & l rd :
\dr | a rd & h d=(2\
d
c&\
d) |a rd & h d . (18)
Lemme 5.1. Soit (|, E) une repre sentation de dimension finie du groupe
K, triviale sur le sous-groupe K & H & ZG , et (|d, E) la repre sentation
correspondante de Hd (voir 95.1). On suppose que la fonction |d-sphe rique
8d: Hd Pdr  E est analytique et ve rifie les conditions suivantes:
(i) \X # adr , r(X) 8
d=(&&\dr )(X) 8
d.
(ii) \X # ndr , r(X) 8
d=0.
(iii) \m # M dr , r(m) 8
d=8d.
Alors, si e de signe l ’unite du groupe G (resp Gd), il existe une fonction
|-sphe rique et une seule 8: G  E telle que 8(e)=8d (e) et ve rifiant:
(i$) \X # a$, r(X) 8=(&&\$)(X) 8, ou la forme \$: a$  R telle que
\$(X)= 12 Tr ad X |n$ est la restriction de \
d
r a a$.
(ii$) \X # n$, r(X) 8=0.
(iii$) \m # M(_), r(m) 8=8.
(iv$) Pour toute forme line aire ’: E  C telle que .’ :=’ b 8 soit non
nulle sur M$, .’ est M(%)0-finie pour l ’action a droite. Plus pre cise ment, la
repre sentation re gulie re droite de M(%)0 induit sur le sous-espace V=
r(U(m(%))) .’ une repre sentation irre ductible (M(%) & H)0-sphe rique de M(%)0
admettant .’ comme vecteur ndr & m(%)C -dominant de poids *&2\
d
c+\
d
pour bk .
(v$) \m # M(%) & H, r(m) 8=8.
De monstration. Le groupe G admet une de composition G=KQr=
KM(_) A$N$, telle que k1m1 a$1n$1=k2m2a$2n$2 , ((kj , mj , a$j , n$j) # K_M(_)_
A$_N$, ( j=1, 2)), si et seulement si a$1=a$2 , n$1=n$2 , k2=k1m et m1=
mm2 pour un e le ment m # K & M(_) sous-goupe compact maximal du
groupe semi-simple connexe M(_). Or, d’apre s le Lemme 4.5, l’alge bre
m(_)h centralise b. Elle a me^me complexifie e qu’une sous-alge bre m(_)d
de mdr . Pour tout m # K & M(_) il existe donc un e le ment m
d de M dr tel
que |(m) = |d (md ). On a donc, pour un tel e le ment |(m) 8d (e) =
|d (md) 8d (e)=r(md) 8d (e)=8d (e). La relation
8(kman)=a&&\$|(k)(8d (e)), (k, m, a, n) # K_M(_)_A$_N$, (19)
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de finit sans ambiguite une fonction |-sphe rique 8: G  E ve rifiant triviale-
ment les conditions (i$) et (ii$).
Pour (iii$), on remarque que la fonction 8d est analytique sur l’ouvert
HdPdr . Elle se prolonge a un voisinage de e dans le groupe GC en une fonc-
tion holomorphe qui, localement, coincide avec la restriction de 8. Cela
signifie que la correspondance 8d [ 8 est e quivariante sous l’action a
droite de la complexifie e commune a Lie Qdr et Lie Qr . L’assertion (iii$)
re sulte alors de (iii) et de la remarque pre ce dente sur l’alge bre de Lie de m(_).
En outre, les relations suivantes sont ve rifie es
\X # bk , r(X) 8=0
\X # ndr & l
d
r , r(X) 8=0
\X # adr & h
d, r(X) 8=(*&2\dc+\
d)(X) 8.
Pour de montrer (iv$), on remarque que la fonction .’ : m [ (8(m), ’) est
finie a gauche sur le groupe compact M(%)K. Elle est donc finie a droite
pour l’action de ce me^me groupe. L’alge bre m(%) a me^me complexifie qu’une
sous-alge bre m(%)d du centralisateur de bd=(ar)C & gd et (mdr +a
d
r +n
d
r ) &
m(%)d est une sous-alge bre parabolique minimale de m(%)d de composante
de ploye e - &1 bk . Les relations pre ce dentes impliquent que .’ est le vecteur
dominant (pour l’ordre associe au parabolique ci-dessus) de poids *&2\dc
+\d pour bk d’une repre sentation irre ductible (re alise e sur le sous-espace
V=r(U(m(%)))) (M(%) & H)0-sphe rique de M(%)0.
D’apre s le lemme 4.5, il suffit de ve rifier l’assertion pour m # M(%) & H &
(1G exp(bk)) et, compte tenu des relations de covariance, de de montrer
que les deux fonctions coincident au point e. Or, si on tient compte du
lemme 4.5, pour tout m # M(%) & H & (1G exp(bk)), il existe un e le ment
md # M dr tel que |(m)=|
d (md). On a alors: (r(m) 8)(e)=8(m)=
(|d (md) 8d)(e)=8(e). K
The ore me 5.2. Soit t un sous espace de Cartan de q contenu dans k, Pd
un sous-groupe parabolique minimal de Gd dont l ’alge bre de Lie contient
ad :=- &1 t et * une forme line aire re elle, re gulie re et 7(ad, Pd)-dominante
sur ad pour laquelle l ’espace
A(*) :=[ f # C * (GH) & L
2(GH)(K) | Supp ;*( f d)H dPd]
est non trivial.
Soit c # Kd un e le ment de Cayley associe a une famille fondamentale maxi-
male (:1 , ..., :r) de racines de 7(ad, Pd) et Q$=M$A$N$ la _-de composition
de Langlands du sous-groupe parabolique _%-stable minimal Q$ de G de fini
par l ’ordre lexicographique associe a la base orthogonale (E$1 , ..., E$r) de
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a$ :=Ad c(ad) & q=Lie A$ de finie par E$j :=Ad c(E j), ou Ej est le vecteur de
ad identifie a la coracine : j par la forme de Killing de gd, (1 jr).
On note & : a$ :=Lie A$  R la forme line aire de finie par:
&(E$j)=&*(Ej) (1 jr),
et M1 le plus petit sous-groupe ouvert de M$ contenant M$ & H. Alors:
(a) Le centralisateur Ldr de a$ dans G
d admet Ldr & cP
dc&1 comme
sous-groupe parabolique minimal et l ’alge bre de Lie de ce sous-groupe
parabolique contient le sous-espace de Cartan Ad c(ad )$adh :=ad & Lie Ldr
de sd. De plus, l ’alge bre de Lie de Ldr a me^me complexifie e que l ’alge bre de
Lie m$+a$ du sous-groupe de Le vi M$A$ de Q$.
(b) Il existe une repre sentation unitaire irre ductible de dimension
finie ($, V$) du groupe M1 dans l ’espace L2(M1 M1 & H) de poids
7(adh , L
d & cPdc&1)-domine &(*&2\dc+\
d) (voir l ’e quation 18).
(c) Il existe un g-morphisme non nul f [ U( f ) de A(*) dans l ’espace
des vecteurs K-finis de la repre sentation induite de Q1 :=M1 A$N$ a G par la
repre sentation (m, a, n) [ a&&$(m), ((m, a, n) # M1 _A$_N$).
De monstration.
(a) De coule de la remarque 4.1 et du fait que la complexifie e
mentionne e est le centralisateur de a$ dans gC .
(b) et (c) On associe a c et a la famille maximale (:1 , ..., :r) un e le -
ment de Weyl w # W(ad) et un repre sentant distingue # # Kd comme de crit
au 94.2. La correspondance qui associe a tout e le ment f de A(*) la restric-
tion V( f ) a H dPdr de r(#) ;w&1*( f
d) est un g-morphisme injectif (voir
The ore me 5.1). Cela signifie que, pour chaque fonction f # A(*), il existe
une repre sentation de dimension finie (|, E) de K sur le dual E du sous-
espace de dimension finie l(U(hd)) V( f ) et une fonction |d sphe rique
8df : H
dPdr  E telle que V( f )=(8
d
f (.), V( f )). Cette fonction ve rifie triviale-
ment les hypothe ses du Lemme 5.1. Si 8f est la fonction |-sphe rique qui lui
est associe e par ce Lemme, l’action re gulie re droite de U(m$) sur la fonction
U ( f ) :=(8f (.), V( f )) engendre un sous-espace de dimension finie dont le
dual V$ est sie ge d’une repre sentation contragre diente $ qui a les proprie te s
indique es en (iii). La fonction U( f ) est la fonction $-sphe rique construite par
le proce de pre ce demment de crit (ici on travaille avec l’action a droite du
groupe M1). Le fait que U soit un g-morphisme re sulte des arguments
d’holomorphie pre ce demment utilise s, arguments qui sont dus a Flented-
Jensen (cf [7] p. 260). L’assertion (c) de coule alors du lemme 5.1. K
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6. EXEMPLES
6.1. Le cas du groupe
On suppose que G=‘G_‘G ou ‘G est un groupe semi-simple connnexe
dans la classe de Harish-Chandra, _: (‘g1 , ‘g2) [ (‘g2 , ‘g1) et %(‘g1 , ‘g2) [
(‘%(‘g1), ‘%(‘g2)), (‘gi # ‘G, i=1, 2), ou ‘% est une involution de Cartan de ‘G.
Le groupe diagonal H :=G_ est connexe et GH admet des se ries discre tes
si et seulement si l’alge bre de Lie ‘g contient une sous-alge bre de Cartan
compacte ‘t. On peut alors choisir t :=[(‘X, &‘X) | ‘X # ‘t] comme sous-espace
de Cartan compact. La complexifie e de l’alge bre de Lie du sous-groupe
parabolique Pd est de la forme ‘b_‘b, ou ‘b est une sous-alge bre de Borel
‘%-stable de ‘gC contenant ‘t, \(‘X, &‘X)=2‘\(‘X) et \c(‘X, &‘X)=2‘\c(‘X),
(‘X # ‘t), ou ‘\ (resp. ‘\c) est la demi-somme des racines (resp. des racines
compactes) de (‘t, ‘b). Une racine :(‘X, &‘X) [ ‘:(‘X), (X # ‘t), ou ‘: est
une racine de (‘t, ‘g), est telle que gd (ad, :) & qd{[0] si et seulement si :
est imaginaire non compacte. Un syste me fondamental maximal (:1 , ..., :r)
de racines de 7(ad, Pd ) correspond a un syste me fondamental maximal
(‘:1 , ..., ‘:r) construit a partir d’une racine imaginaire non compacte
7(‘t, ‘b)-simple ‘:1 par un proce de re cursif analogue a celui introduit par
Matsuki (et donnant des syste mes fondamentaux plus ge ne raux que ceux
utilise s dans [9]). Les vecteurs coracines E:j :=(E‘:j , &E ‘:j ), (1 jr),
ont des transforme e de Cayley E$:j=(E$‘:j , &E$‘:j ) qui engendrent un sous-
espace abe lien maximal a$ :=[(‘X, &‘X) | ‘X # ‘a :=rj=1 RE$‘:j ] abe lien
maximal dans s & q. Le sous-groupe parabolique Q$ est de la forme ‘P_‘%(‘P),
ou ‘P :=‘M‘A‘N est le sous-groupe parabolique minimal de fini par l’ordre
lexicographique associe a la base (E$‘:1 , ..., E$‘:r) de ‘a. La repre sentation $ de
M1 est la restriction d’un produit ‘$_‘$8 de repre sentations contragre dientes
irre ductibles de ‘M. Si * est de finie sur t par *(‘X, &‘X)=2‘*(X), (‘X # ‘t), on
aura &: (‘X, &‘X)[2‘&(‘X), (‘X # ‘t), ou ‘&(E$‘:j)=&‘*(E‘:j ), (1 jr). Enfin +* :
(‘X, &‘X) [ 2‘+‘*(‘X) ou ‘+‘* :=‘*+‘\&2‘\c de finit le poids 7(‘t, ‘b & ‘kC)-domi-
nant du ‘K-type minimal de la se rie discre te de ‘G de finie par le parame tre ‘*.
Dans le cas d’une famille fondamentale propose e par Knapp et Wallach,
on obtient un plongement dans la repre sentation duale de celle intervenant
dans leur construction du noyau de Szego .
6.2. Le cas SO0( p, 1)SO(2)_SO0( p&2, 1), ( p4)
Le Groupe G est la composante connexe de l’unite dans le groupe des
applications line aires laissant invariante la forme quadratique x=(x1 , ..., xp+1)
[ x21+ } } } +x
2
p&x
2
p+1 , la conjugaison _ est l’automorphisme g [ JgJ
&1 ou
J=diag(1, 1, &1, ..., &1), et l’involution de Cartan l’application %: g [ (gT)&1,
ou gT de signe la transpose e de g. Nous conviendrons de noter ei=j la
48 JACQUES CARMONA
matrice contenant un a l’intersection de la ie me ligne et de la je me colonne
et ze ro partout ailleurs, (1i, jn :=p+1). On peut alors choisir ad :=
RE1+RE2 ou Ej=2 - &1 (ej =n&3+ j+en&3+ j =j), ( j=1, 2). Si on choisit
7(ad, Pd)=[:1 , :2 , :1+:2 , :1&:2], ou :i (Ej)=$ ij , (1i, j2), on a:
2\d=( p&3) :1+( p&1) :2 et 2\dc=( p&4) :1+( p&2) :2 . Dans ce cas,
:1 est l’unique racine 7(ad, Pd )-simple : telle que gd (ad, :) & qd=R(e1=n+
en=1+en&2=n+en=n&2){[0] et [:1] est l’unique syste me fondamental
maximal correspondant a ces choix. La forme line aire * :=n1:1+n2:2 est
7(ad, Pd)-dominante re gulie re si et seulement si n2>n1>0 et le poids
+* :=*+\d&2\dc=(n1&
1
2 ( p&5)) :1+(n2&
1
2 ( p&3)) :2 appartient au
re seau engendre par les poids 7(ad, nd & hd )-dominants de K-modules
K & H-sphe riques si et seulement si 2n1& p # 2Z+1 2n2& p # 2Z+1. La
condition de dominance impose e au poids +* (the ore me 5.2(b)) soit n2n1+1
est automatiquement ve rifie e. Elle implique la condition ne cessaire et suffisante
de non nullite de A(*) donne e par Matsuki ([11] Theor. 1.1).
6.3. Le cas SU(r+ p, q)S(U(r, q)_U( p)), (rp, r+ pq)
Le groupe G laisse invariant la forme quadratique z=(z1 , ..., zr+ p+q) [
|z1 |2+ } } } +|zr+ p |2&|zr+ p+1 |2& } } } &|zr+ p+q | 2, _ est l’involution g [
JgJ&1 ou J=diag(Idr , &Idp+q), et % l’involution de Cartan g [ (g*)&1,
ou g* est l’adjoint de g. Avec les notations de l’exemple pre ce dent, ad=
rk=1 R# k ou # k=2(ek =p+k+ep+k=k), (1kr). Le syste me 7(a
d, Pd ) est
forme des #i , #j\#k pour 1ir et 1 j<kr, ou #j (# k)=2$ jk ,
(1 j, kr). Dans ce cas, si n :=p+q+r, on a: \d=rk=1 (n&2k) #k et
\dc =
r
k=1 ( p+r&2k) #k . La forme line aire * :=
r
k=1 nk#k est 7(a
d, Pd )-
dominante re gulie re si et seulement si n1>n2> } } } >nr>0 et la condition
d’appartenance de +* :=*+\d&2\dc=
r
k=1 (nk+q+ p&r+2k) #k au
re seau engendre par les poids 7(ad, nd & hd )-dominants de K-modules
K & H-sphe riques est nk # Z, (1kr). Enfin, le module A(*) est non
trivial si et seulement si nknk+1+2, (1kr). La construction de
Matsuki conduit alors a un choix unique :j=#r+1& j et, dans ce cas, E$j=
&2(er+1& j=n+1& j+en+1& j=r+1& j), (1 jr). Comme M$ est connexe et
contenu dans H, la repre sentation induisante $ est triviale.
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